COSINUS

On propose ici “trois démonstrations et demie” du théorème fondamental permettant de définir la notion de cosinus d’un angle aigu, théorème qui peut s’énoncer de la façon suivante :

	






	
EQ \o(xOy;)
 étant un angle aigu de mesure (,

( Si M et P désignent deux points de  

distincts de O et si N et Q sont les projetés orthogonaux respectifs de M et P sur 

,

alors 

;

( de plus, si U est un point de 

distinct de O et si V est le projeté orthogonal de U sur 

,

alors 

.


I-Approche expérimentale




On mesure 

, 

puis 

.

On calcule les rapports : 

.

On remarque que ces rapports sont “presque” égaux.


II-Une “demi démonstration”

Connaissances requises : Théorème des milieux dans un trapèze.

Théorème

	


	Données :
( A milieu de [O,B];

( B milieu de [A,C];

( C milieu de [B,D];

( D milieu de [C,E].

	Conclusions :

 EQ \x(C1) A’, B’, C’ et D’ sont les milieux respectifs de [O,B’], [A’,C’], [B’,D’] et [C’,E’].


.


Le résultat attendu est ainsi démontré dans le cas particulier d’une graduation régulière de la demi-droite 

. Il s’agit donc d’une démonstration partielle.

Généralisation :

	


	Données :

( un angle  aigu 
EQ \o(xOy,)
;

( un point 

 tel que 

;

( N le projeté orthogonal de M sur 

;

( un point 

 tel que 

;

( Q le projeté orthogonal de P sur 

.


La question qui se pose est la suivante :

Existe-t-il une longueur 

telle que l’on puisse trouver deux entiers m et p vérifiant : 

 et 

?

( Si tel est le cas cela signifie que : 

 est un nombre rationnel, on dit que les longueurs OM et OP sont commensurables.

On peut alors utiliser une graduation régulière de la demi-droite 

 en prenant 

 pour “unité” et appliquer le résultat pour en déduire que : 

.

( Si 

 n’est pas un nombre rationnel, on dit que les longueurs OM et OP sont incommensurables. 

Le prolongement du résultat  n’est pas accessible au Collège.


III-Deuxième démonstration

Connaissances requises : Aire du triangle.

Préliminaire
Propriété 1
	


	Données :
( un segment 

;

( deux points A et A’ situés dans un même demi-plan de frontière 

.

Conclusion :
(AA')//(BC)  SYMBOL 219 \f "Symbol"  aire(ABC) = aire(A'BC).


Démonstration :

Soient H et H’ les projetés orthogonaux de A et A’ sur (BC).
(AA')//(BC)  SYMBOL 219 \f "Symbol" AH = A'H'
(AA')//(BC)  SYMBOL 219 \f "Symbol"  AHSYMBOL 180 \f "Symbol"BC = A'H'SYMBOL 180 \f "Symbol"BC
(AA')//(BC)  SYMBOL 219 \f "Symbol"  aire(ABC) = aire(A'BC).

Propriété 2

	


	Données :

( un triangle ABC;

( un point D situé sur (BC).

Conclusion :

EQ \F(;)

EQ \F(;)

EQ \F(BD;BC) = EQ \F(aire(ABD);aire(ABC)).


Démonstration :
Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).
On a : aire(ABD) = EQ \F(1;2)

SYMBOL 180 \f "Symbol"BDSYMBOL 180 \f "Symbol"AH  et  aire(ABC) = EQ \F(1;2)

SYMBOL 180 \f "Symbol"BCSYMBOL 180 \f "Symbol"AH
EQ \F(;)

EQ \F(;)Donc   EQ \F(aire(ABD);aire(ABC)) = 



Théorème

	


	Données :

( un angle  aigu 
EQ \o(xOy,)
;

( un point 

 tel que 

;

( N le projeté orthogonal de M sur 

;

( un point 

 tel que 

;

( Q le projeté orthogonal de P sur 

.

Conclusion :


.


Démonstration :
	


	



	

     (P2)
	

     (P2)

	aire(OPN) = aire(OPQ) + aire(PQN)
	aire(OQM) = aire(OPQ) + aire(PQM)

	or (PQ)//(MN) donc   aire(PQN) = aire(PQM)

	Ainsi 

, par conséquent 

.

Finalement 

.



IV-Troisième démonstration

Connaissances requises : Théorème de Pythagore, aire du triangle et du rectangle.

Théorème

	


	Données :

( un angle  aigu 
EQ \o(xOy,)
;

( un point 

 tel que 

;

( N le projeté orthogonal de M sur 

;

( un point 

 tel que 

;

( Q le projeté orthogonal de P sur 

.

Conclusion :


.


Démonstration :
	


	On complète la figure comme indiqué 

ci-contre.


On a : 







Comme :




, 

 et 

,

On a donc 

,

par conséquent : 

, ainsi 

.

Comme 

 et 

, on obtient finalement : 

.

On élève les deux membres de cette égalité au carré et on applique le théorème de Pythagore dans les triangles rectangles OPQ et OMN :



,  ainsi  

, 

alors  

,  donc 

.

Finalement : 

.


V-Quatrième démonstration

Connaissances requises : Théorème de Pythagore, triangle rectangle et cercle circonscrit.

Lemme 1
	


	Données :

( un cercle C de centre ( de rayon r;

( un point O extérieur au cercle C;

( une sécante passant par O coupe C en A et B.
Conclusion :





Démonstration :
Soit I le milieu de [A,B]

Le triangle OI( est rectangle en I, donc d’après le théorème de Pythagore :




       EQ \x(E1)
Le triangle AI( est rectangle en I, donc d’après le théorème de Pythagore :




       EQ \x(E2)
En soustrayant membre à membre les égalités  EQ \x(E1) et  EQ \x(E2) on obtient :

























Lemme 2

	


	Données :

( un cercle C de centre ( de rayon r;

( un point O extérieur au cercle C;

( une sécante passant par O coupe C en A et B;

( une sécante passant par O coupe C en C et D.
Conclusion :



.


Démonstration :
On applique deux fois la propriété précédente et on obtient :




   et   

, d’où 


Théorème fondamental : Première partie

	


	Données :

( un angle  aigu 
EQ \o(xOy;)
;

( un point 

 tel que 

;

( N le projeté orthogonal de M sur 

;

( un point 

 tel que 

;

( V le projeté orthogonal de U sur 

.

Conclusion :



.


Démonstration :
	


	Considérons le cercle C de diamètre 

.

Ce cercle passe par les points V et N.


D’après le lemme précédent :

, donc 

.

Théorème fondamental : Seconde partie

	


	Données :

( un angle  aigu 
EQ \o(xOy;)
;

( un point 

 tel que 

;

( N le projeté orthogonal de M sur 

;

( un point 

 tel que 

;

( Q le projeté orthogonal de P sur 

.

Conclusion :



.


Démonstration :
	


	Prenons un point annexe 

 tel que 

.

Soit 

 le projeté orthogonal de P sur 

.

D’après le théorème fondamental on a :



   et   

,

par conséquent 





Remarque :
L’intervention de la puissance du point O par rapport au cercle de diamètre 

 donne tout uniment le théorème fondamental dans son intégralité. L’invariance du rapport 

 venant en corollaire de l’égalité 

 contrairement aux trois premières démonstrations où cette dernière relation exige encore une justification qui se trouve développée dans le paragraphe VI.

VI-Complément pour les trois premières démonstrations

	


	Données :

( un angle  aigu 
EQ \o(xOy;)
;

( un point 

 tel que 

;

( V le projeté orthogonal de U sur 

;

( un point 

 tel que 

;

( N le projeté orthogonal de M sur 

.

Conclusion :



.


Démonstration :
	


	Considérons la bissectrice 

 de 
EQ \o(xOy;)
.

On appelle S la symétrie orthogonale d’axe 

.

On note P et Q les images respectives de U et V par la symétrie S.



	On a :




	Bien évidemment :

( 

 et 


( 

 car la symétrie orthogonale conserve l’orthogonalité.

( 

  et  

 car la symétrie orthogonale conserve les distances.


Ainsi on a :

( d’une part : 

 puisque 

  et  

,

( d’autre part : 

 d’après la propriété établie.

En conséquence : 


Le Cosinus, ça sert à quoi?

I-À calculer des longueurs de côtés dans un triangle rectangle.

II- À calculer la mesure d’un angle dans un triangle rectangle.

III- À construire un angle dans les conditions suivantes :

( on connaît sa mesure (en degrés);

( on dispose d’une calculatrice;

( on a oublié son rapporteur.

Tracer un angle de 20°

	


	cos 
EQ \o(BAC;)
 = 

.

La machine à calculer nous donne la valeur suivante :




.

On prend deux longueurs BA et BC telles que :





Soit, par exemple,  

  et  




Calcul de 

 en fonction de


	


	Le demi-cercle ci-contre a pour centre O, pour diamètre [A,B] et pour rayon 1.

Le point M est sur le demi-cercle et 
EQ \o(MOB;)
 est aigu.

	1° a) Justifier les égalités suivantes : 
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b) En déduire que 
[image: image12.wmf]cos
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2° Démontrer que pour tout 
[image: image13.wmf]a
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En déduire que : 
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.

3° Applications :

	
a) Montrer que 

.
	b) Vrai ou faux ? 
[image: image15.wmf]cos
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Calcul de 

, 

 et 


	


	Dans la figure ci-contre :

( ABCD est un carré;

( ABE est un triangle équilatéral;

( (FG) est la médiatrice de 

.


1° a) Calculer EF, puis GE.

b) Déterminer la mesure en degrés de 
EQ \o(EDG;)
.

c) En déduire 

.

2° Calculer DE et en déduire 

 et 

.
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