Cours de mathématiques 

Classe de Quatrième


Cours de mathématiques 

Classe de Quatrième

Fiche d'activité



Cours de mathématiques 

Classe de Troisième




Chapitre 10

systèmes

Ici table des matières : 

224Intersection de droites

Inéquations simultanées
225
Systèmes d'équations
226
Exercices
228
Corrigés des exercices
232


Intersection de droites

Il s'agit de rechercher les coordonnées du point d'intersection de deux droites, connaissant leurs équations. 

La question n'a de sens bien sûr, que si les droites sont sécantes.

Pour régler ce problème, il est pratique de présenter l'équation de chacune des droites sous sa forme réduite. 

Les droites sont parallèles si elles ont la même pente ou si elles sont toutes les deux verticales (équations x = constante)

Deux droites sécantes : recherche du point d'intersection : 

Sur un exemple : 

Soit (D) la droite d'équation : y = 3x - 1 et (D') la droite d'équation y = - 2x + 5

Elles sont sécantes car leurs pentes sont différentes (3 et - 2).

Soit I leur point d'intersection. Ses coordonnées x et y doivent vérifier en même temps les deux équations car le point est sur les deux droites. 

Les mêmes x et y vérifient simultanément EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( y = 3x - 1; y = - 2x + 5))
Il faut donc que x vérifie l'équation 3x - 1 = - 2x + 5.

On résout cette équation pour trouver la valeur de x : solution x =  EQ \s\do2(\f(6;5))
On calcule ensuite la valeur de y en remplaçant x par  EQ \s\do2(\f(6;5)) dans l'une deux équations, puis on vérifie dans l'autre équation que les valeurs de x et de y conviennent. 

y = 3x - 1 = 3 (  EQ \s\do2(\f(6;5)) - 1 =  EQ \s\do2(\f(13;5))

 - 2x + 5 = - 2 (  EQ \s\do2(\f(6;5)) + 5 =  EQ \s\do2(\f(13;5)) 

Conclusion : I a pour coordonnées : (  EQ \s\do2(\f(6;5)) ;  EQ \s\do2(\f(13;5)) )

Il est utile de vérifier graphiquement ce calcul. On trace les droites (D) et (D'). Le point d'intersection doit avoir pour coordonnées les valeurs trouvées par le calcul.

Inéquations simultanées


Position du problème : 

La figure est formée d'un triangle équilatéral sur lequel sont collés deux rectangles de longueur 5 pour le ( et 8 pour le ( .

La longueur commune à ces trois parties est nommée x. 

On cherche la valeur de x pour que les périmètres de chacune des trois parties soient telles que : 

Le périmètre du triangle est inférieur à celui du rectangle ( mais soit plus grande que celui du rectangle (.

Si on traduit ces deux conditions en inéquations, on obtient deux inéquations dont l'inconnue commune est le même nombre x. 

On ressemble donc ces deux inéquations dans un système de deux inéquations à une inconnue. On dit aussi que ces deux équations sont simultanées, car elles doivent être vérifiées en même temps par le même nombre x..

EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(3x < 2x + 8; 3x > 2x + 5))
Pour résoudre ce système, on résout en même temps chacune des deux inéquations, puis on rassemble les deux conditions finales ("les solutions") afin d'en faire le bilan : 

EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(3x < 2x + 8; 3x > 2x + 5))

devient : EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(x < 8; x > 5))
O peut résumer ces deux conditions en un encadrement : 5 < x < 8.

Que l'on représenter sur un axe : 


Systèmes d'équations

Équations à deux inconnues

Une équation du type ax + by + c = 0 est une équation à deux inconnues x et y. Les nombres a, b et c sont les coefficients de cette équation. 

Nous avons vu qu'une telle équation ax + by + c = 0 peut être associée à une droite dans un repère, et qu'on peut en général lui donner une forme réduite du type y = mx + p. 

Par exemple : L'équation (E) : 3x - y + 4 = 0 peut se transformer en y = 3x + 4

Une solution d'une telle équation est la donnée de deux nombres: une valeur pour x et une valeur pour y. la solution est alors le couple (x; y).

Il existe une infinité de solutions pour une telle équation. 

Dans l'exemple précédent : les couples (1 ; 7) , (0; 4) , (- 1; 1) sont trois solutions possibles parmi l'infinité des solutions. 

Pour déterminer une solution, il suffit de choisir une valeur pour x, et de calculer y en fonction de x (ou le contraire, choisir y et calculer ensuite x). Cela revient à déterminer des couples de coordonnées de points qui sont sur la droite d'équation (E) : 3x - y + 4 = 0. 

La droite en question représente l'ensemble des couples qui sont solution de cette équation. 

Équations simultanées :système de deux équations à deux inconnues. 

Résoudre un système de deux équations à deux inconnues, c'est déterminer les valeurs de x et de y (lorsqu'elles existent) qui vérifient en même temps les deux équations 

Graphiquement, cela revient à déterminer le point d'intersection des deux droites représentant ces équations. Une méthode a déjà été présentée au cours du chapitre précédent. Rappelons la.

Par exemple, à résoudre le EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( 3x - y + 4 = 0; - x + 2y - 3 = 0)) . La  méthode est parfois appelée méthode par comparaison : 

On exprime chaque équation dans sa forme réduite : EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( y = 3x + 4; y =  x +  EQ \s\do2(\f(3;2))))
 , puis on identifie les deux expressions de y. C'est à dire que pour la même valeur de x, les deux expressions de y doivent être égales. On obtient donc une équation à une seule inconnue x : 


3x + 4 =  EQ \s\do2(\f(1;2)) x +  EQ \s\do2(\f(3;2)) qui donne : 6x + 8 = x + 3 puis : 5x = - 5 et donc x = - 1.

En remplaçant x par cette valeur dans l'une ou l'autre des deux équations initiales, on calcule la valeur de y : y = 3 ( (- 1) + 4 = 1. 

On vérifie dans l'autre équation : y = -  EQ \s\do2(\f(1;2)) +  EQ \s\do2(\f(3;2)) = 1.

Donc on obtient une solution formée de deux nombres : le couple (- 1; 1).
Contrôle de cette solution par le traitement graphique : 


On trace chacune des deux droites dans le même repère, et on vérifie les coordonnées du point d'intersection. Le repère doit soigneusement choisi afin de permettre une bonne lecture de ces coordonnées. 

Autres méthodes de résolution 

Cette première méthode serait en soi suffisante pour la résolution des systèmes, mais il est utile de connaître deux autres principes de résolution. 

L'essentiel sera de pouvoir sur chaque exemple choisir la méthode la mieux adaptée. 

1. Méthode par substitution

Il s'agit d'exprimer l'une des deux inconnues en fonction de l'autre dans l'une des équations, puis de la remplacer par cette expression dans l'autre équation, afin d'obtenir une équation à une seule inconnue. 

Exemple : 

EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( x - 3y + 2 = 0 (; 3x - 5y + 2 = 0 ()) On exprime x en fonction de y dans l'équation (  : x = 3y  - 2  ( 

On remplace x par (3y - 2) dans l'équation ( , ce qui donne : 3(3y - 2) - 5y + 2 = 0

On résout cette équation en y : 4y - 4 = 0 , d'où : y = 1 . on remplace y par 1 dans ( , et on trouve x = 3 - 2 = 1. 

La solution est donc le couple : (1 ; 1). 

Méthode par combinaison

On multiplie chacune des deux équations par des coefficients bien choisis afin que l'une des deux inconnues puisse être éliminée lorsque, ensuite on additionnera membre à membre les deux équations. 

Exemple : 

EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( 3x - 4y + 1 = 0 (; 2x + 3y - 4 = 0 ()) On multiplie l'équation (  par 2 et l'équation ( par (- 3). On obtient ainsi le système modifié : EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( 6x - 8y + 2 = 0 (; - 6x - 9y + 12 = 0 ()). En additionnant les deux premiers membres et les deux seconds membres de ces équations, on obtient une nouvelle équation d'inconnue y : - 17y + 14 = 0 , qui nous donne : y =  EQ \s\do2(\f(14;17)). Puis,  on calcule x =  EQ \s\do2(\f(13;17))
La solution est donc le couple : (  EQ \s\do2(\f(13;17)) ;  EQ \s\do2(\f(14;17)) )

Exercices

Exercice 1
Placer dans ce quadrillage les axes de coordonnées et sur ces axes, les unités utilisées.


[image: image1.wmf]
· Puis y placer les points définis par leurs coordonnées :

· A (- 1 ; 7)

· B (6 ; 4)

· C (4 ; 9)

Tracer la médiatrice du segment [AB] On l'appelle (().

Rappeler la formule pour calculer la longueur d'un segment [MN] 

Calculer OA et OB; O est-il sur (()?

De même le point C est-il sur (()?

En faisant les calculs nécessaires, montrer que ABC est isocèle.

Déterminer les coordonnées de G pour que ACBG soit un parallélogramme.

Quelle est la nature précise de ACBG? (losange, rectangle, carré?)

Exercice 2
a) Dans chaque cas, déterminer les coordonnées du point d'intersection des droites (AB) et (CD) lorsqu'elles sont sécantes : 

b) A : (3; - 5) ; B : (2 ; - 1) ; C : (- 4 ; 0) et D : (- 3 ; - 3)

c) A : (- 3; 4) ; B : (- 1 ; 1) ; C : (0 ; 3) et D : (2 ; 0)

d) A : (- 4; - 2) ; B : (2 ; - 7) ; C : (5 ; -2) et D : (- 1 ; - 1)

Exercice 3
Résoudre les systèmes d'inéquations simultanées : 

EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(- x - 2 < 2x + 1; 5x - 3 ( 1 - 2(2 - x)))




EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(2x + 3 < - 3x - 2; 3(x - 2) ( 2 - 5x))
Exercice 4
1. Placer les points A : (- 5 ; 0) et B : (3 ; - 4) et tracer la droite (() d'équation : y =  EQ \s\do2(\f(3x + 15;4)).

2. Les points A et B sont-ils sur (() ?

3. La perpendiculaire en B à l'axe des abscisses coupe celui-ci en P et (() en C. Calculer les coordonnées de C, puis préciser la nature de ABC.

4. Montrer que la droite (CO) est la médiatrice de [AB] .

5. Calculer les coordonnées de M intersection de (BO) et de (AC).

6. Calculer BM et AP. Conclure. 

Exercice 5
Des spectateurs assistent à un motocross. Ils ont garé leur véhicule, auto ou moto, sur un parking. Il y a en tout 65 véhicules et on dénombre 180 roues. Quel est le nombre de motos ?

Exercice 6
Au théâtre, le prix normal d'un billet d'entrée est de 120 F.

1) Certains spectateurs peuvent bénéficier d'une réduction de 20%.

Combien paient-ils leur entrée?

2) Un groupe de 25 personnes va au théâtre, certaines parmi elles paient 120 F et d'autres 96 F. Sachant que pour les 25 entrées le groupe a payé 2784 F, trouver le nombre de billets à 120 F et le nombre de billets à 96 F vendus à ce groupe.

Exercice 7
Déterminer deux nombres sachant que leur somme est 286 et que si l'on divise le plus grand par le plus petit, le quotient est 4 et le reste est 21.

Exercice 8
Le périmètre d'un rectangle est égal à 36 cm. Si on triple sa longueur et que l'on double sa largeur, son périmètre augmente de 56 cm.

Déterminer la longueur et la largeur du rectangle.

Exercice 9
1) Résoudre le système :




2) Dans un concours hippique un cavalier est pénalisé :

( quand le cheval refuse de sauter un obstacle ;

( quand le cheval fait tomber la barre.

Le cheval de Pierre a fait 2 refus et a fait tomber 3 barres pour un total de 18 points de pénalité.

Le cheval de Jean a fait 1 refus et a fait tomber 4 barres pour un total de 19 points.

Combien de points coûte un refus ? Combien de points coûte la chute d'une barre ?

Exercice 10
1) Résoudre le système :




2) On fabrique des badges à l'aide de triangles, tous de même forme, dont certains sont en émail bleu, et les autres sont dorés.

Les triangles de même nature sont tous au même prix. Les triangles dorés sont représentés hachurés sur la figure, tandis que les triangles émaillés ont été laissés en blanc.

[image: image2.png]Numéro 2 Numéro 3




Le badge n° 1 revient à 20,50 F ; le badge n° 2 revient à 22 F.

A combien revient le badge n° 3 ?

Exercice 11
1) Résoudre le système :
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2) Pour 80 dollars et 50 marks, la banque donne en échange 570 francs ; pour 30 dollars et 40 marks elle donne 286 francs.

Combien de francs vaut un dollar ?

Combien de francs vaut un mark ?

3) Combien de dollars vaut un mark ?

Exercice 12
1) Résoudre le système d'équations d'inconnues 

 et 

 :
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2) Antoine achète, à la foire de Dijon, une caisse de 24 bouteilles de vin.

Ce carton contient des bouteilles de vin rouge à 40 F l'une et des bouteilles de vin blanc à 35 F l'une. Antoine ayant versé 1000 F, on lui rend 90 F.

a) Mettre le problème en équations.

b) Combien Antoine a-t-il acheté de bouteilles de chaque sorte ?

Exercice 13
1) Résoudre le système :
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2) A la pâtisserie, Paul a acheté 1 éclair et 3 millefeuilles et a payé 30,50 F. Pierre qui a acheté 2 éclairs et 1 millefeuille a payé 21 F.

Pour fêter son anniversaire, Jeanne achète dans cette pâtisserie 8 éclairs et 10 millefeuilles.

Combien va-t-elle dépenser ?

Exercice 14
1) Résoudre le système :
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2) Un camion transporte 20 caisses de masses différentes : les unes pèsent 28 kg, les autres 16 kg.

Sachant que la masse totale de ces caisses est 416 kg, combien y a-t-il de caisses de chaque catégorie ?

Exercice 15
1) Résoudre le système suivant dont les inconnues sont 

 et y :
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2) Avec une balance, on réalise les équilibres suivants :
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Quelle est la masse d'un cube ? Quelle est la masse d'une boule ?

Exercice 16
1) Résoudre le système suivant :
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2) Résoudre l'inéquation 4

- 5 ( 10

+ 1. Représenter en couleur les solutions sur une droite graduée.

3) Le nombre 4 vérifie-t-il l'équation 

2 - 5

 = 4 ? Indiquer les calculs. On ne cherchera pas à résoudre cette équation.

Corrigés des exercices

Exercice 1
Formule pour calculer la longueur d'un segment [MN] : 

 EQ \r(
(yM - yN)² + (xM - xN)² )
OA =  EQ \r(50 ) et OB =  EQ \r(52 ); OA ( OB, donc O ( (()

AC =  EQ \r(29 ) et BC =  EQ \r(29 ). AC = BC, donc C ( (().et ABC est isocèle.

Pour que ACBG soit un parallélogramme, il suffit que [AB] et [CG] aient le même milieu. 

Le milieu de [AB] a pour coordonnées (  EQ \s\do2(\f(5;2)) ;  EQ \s\do2(\f(5;2)) ). On cherche donc les coordonnées (x ; y) de G pour que le milieu de [CG]  aient les mêmes coordonnées. Donc : 

 EQ \s\do2(\f(x + 4;2)) =  EQ \s\do2(\f(5;2)) et   EQ \s\do2(\f(y + 9;2)) =  EQ \s\do2(\f(5;2))
D'où x = 1 et y = 4
Comme par ailleurs les diagonales de ACBG sont perpendiculaires, ACBG est donc un losange.

a) Exercice 2
b) A : (3; - 5) ; B : (2 ; - 1) ; C : (- 4 ; 0) et D : (- 3 ; - 3)

Équation de (AB) : y = - 4x + 7
Équation de (CD) : y = - 3x - 12

c) Les droites sont sécantes. Coordonnées de l'intersection : (19 ; - 69)
d) A : (- 3; 4) ; B : (- 1 ; 1) ; C : (0 ; 3) et D : (2 ; 0)

Équation de (AB) : y = -  EQ \s\do2(\f(3;2)) x -  EQ \s\do2(\f(1;2))
Équation de (CD) : y = -  EQ \s\do2(\f(3;2)) x + 3

e) Les droites sont parallèles. Pas d'intersection.

f) A : (- 4; - 2) ; B : (2 ; - 7) ; C : (5 ; -2) et D : (- 1 ; - 1)

Équation de (AB) : y = -  EQ \s\do2(\f(5;6)) x -  EQ \s\do2(\f(16;3))
Équation de (CD) : y = -  EQ \s\do2(\f(1;6)) x -  EQ \s\do2(\f(7;6))
Les droites sont sécantes. Coordonnées de l'intersection : (-  EQ \s\do2(\f(25;4)); -  EQ \s\do2(\f(1;8)) )

Exercice 3
EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(- x - 2 < 2x + 1; 5x - 3 ( 1 - 2(2 - x)))




EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(2x + 3 < - 3x - 2; 3(x - 2) ( 2 - 5x))
EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(- x - 2x < 1 + 2; 5x - 3 ( 1 - 4 + 2x))




EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(2x + 3x < - 3 - 2; 3x - 6 ( 2 - 5x))
EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(- 3x < 3; 5x - 2x ( - 3 + 3))




EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(5x < - 5; 3x + 5x ( 2 + 6))
EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( x> - 1; 3x ( 0))





EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(x < - 1; 8x ( 8))
EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2( x> - 1; x ( 0))





EQ \B\LC\{(\A\AL\VS 2(x < - 1; x ( 1))
Ces deux conditions sont incompatibles, il n'y a pas de solution. 

Exercice 4
1. Placer les points A : (- 5 ; 0) et B : (3 ; - 4) et tracer la droite (() d'équation : y =  EQ \s\do2(\f(3x + 15;4)).

2. A ( (() car ses coordonnées vérifient l'équation de (() mais  B ( (() 

3. Coordonnées de C : (3 ; 6) . ABC est isocèle car AC = BC = 10.

4.  (CO) est la médiatrice de [AB] car on calcule OA = OB = 5. Donc O et C sont équidistants de A et B . 

5. Coordonnées de M intersection de (BO) et de (AC). L'équation de (BO) est y = -  EQ \s\do2(\f(4;3)) x. On trouve -  EQ \s\do2(\f(9;5)) pour abscisse de M et  EQ \s\do2(\f(12;5)) pour ordonnée. 

6. BM = 8 et AP = 8. Conclusion : ces deux longueurs sont égales. Ce qui est cohérent car (CO) est l'axe de symétrie de ABC. [BM]  et [AP] sont donc symétriques, et de même longueur. 



Exercice 5
Soit x le nombre de motos et y le nombre de voitures :

Le problème se traduit par : 
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En multipliant la première équation par 2, on obtient : 
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Par soustraction : 2y = 50, donc y = 25
x = 65 - y = 65 - 25 =40
La solution est donc : (40 ; 25)

Exercice 6
Prix du billet à tarif réduit : 120 ( 0,8 = 96 Fr. (pour - 20%, on  ( 80%)

Soit x le tarif normal et y le tarif réduit .
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La première équation permet d'exprimer : y = 25 - x

Que l'on replace dans la deuxième : 120x + 96(25 - x) = 2 784






120x + 2 400 - 96x = 2 784







24x = 384

Donc x =  EQ \s\do2(\f(384;24)) = 16 et y = 25 - 16 = 9

La solution est donc : (16 ; 9)

Exercice 7
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Donc : 5b + 2 1 = 286 et b =  EQ \s\do2(\f(286 - 21 ;5)) = 53 
D'où a = 233

La solution est donc : (233 ; 53)

Exercice 8
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En simplifiant, on obtient : 
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D'où : l = 18 - L , que l'on replace dans la dans la deuxième équation : 3L + 36 - 2L = 46.

Donc L = 10 et l = 8

Exercice 9
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Dans la deuxième équation : x = 19 - 4y; que l'on replace dans la première : 

2(19 -4y) + 3y = 18

d'où : 38 - 5y = 18 

y =  EQ \s\do2(\f(38 - 18 ;5)) = 4 et x = 3

la solution est donc : (3 ; 4)
x est le nombre de points pour un refus et y pour une barre tombée.

y = 4 et x = 3

Exercice 10
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En multipliant la première par 4 et la deuxième par 5 , on obtient : 
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Par soustraction , on obtient : 8y = 28 
d'où y = 3,5

x =  EQ \s\do2(\f(22 - 4y;4)) = 2

la solution est donc : (2 ; 3,5)
Si une zone dorée a pour valeur y = 3,5, et une zone émaillée x = 2,

Le n° 3 vaut : 5y + 3x = 17,5+ 6 = 23,50 Fr.

Exercice 11
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En multipliant la première par 3 et la deuxième par 8, o obtient : 
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Par soustraction, 
17y = 57,8
d'où y = 3,4

x =  EQ \s\do2(\f(28,6 - 4y;3)) = 5

la solution est donc : (5 ; 3,4)
Le problème se traduit par 80x + 50y = 570 et 30x + 40y = 286. En divisant tout par 10, on retrouve les équations du système de l'énoncé. 

1 DM = 3,40 Fr. et 1 Fr. =  EQ \s\do2(\f(1;5)) $ , donc 1 DM =  EQ \s\do2(\f(3,4;5)) = 0,68 $.

Exercice 12
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De la première équation, on exprime y = 24 - x, que l'on replace dans la deuxième : 

40x + 35(24 - x) = 910

d'où : 5x = 70 et x = 14 puis y = 10

Exercice 13
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De la deuxième équation, on exprime y = 21 - 2x, que l'on replace dans la première: 

x + 63 - 6x = 30,50

d'où x = 6,5 puis y = 8
Jeanne : 8x + 10y = 52 + 80 = 132

Exercice 14

[image: image23.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

104

y

4

x

7

20

y

x


De la première équation, on exprime y = 20 - x, que l'on replace dans la deuxième : 

7x + 80 - 4x = 104
d'où : x = 8 puis y = 12
Exercice 15
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En multipliant par 3 la deuxième équation : 
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Par soustraction : 5y = 600, d'où : y = 120 et x = 80
Exercice 16
1) 
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En multipliant par 3 la deuxième équation : 
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Par soustraction : 8y = - 11,2 , d'où : y = - 1,4 puis x = 3

2) 4

- 5 ( 10

+ 1. 

devient : - 6 (  6x
puis : x ( - 1
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3) Le nombre 4 n'est pas solution de  l'équation 

2 - 5

 = 4 , car lorsque x = 4, alors le premier membre x² - 5x = 4² - 5 ( 4 = 16 - 20 = - 4.
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